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A) Forme algébrique d’'un nombre complexe.

Théoreme

Il existe un ensemble, noté C de nombres appelés nombres complexes, tel que :
e C contient R
e C est muni d’une addition et d’une multiplication pour lesquelles les regles
de calcul sont les mémes que dans R

e Il existe dans C un nombre non réel, noté i, vérifiant i2=-1;
e Tout nombre complexe Z s’écrit de facon unique sous la forme ( dite
algébrique ) :
Z=a+ib ou a et b sontdesréels.
Définitions
- Le réel a est appelé partie réelle de Z et est noté Re(z)
- Leréel b est appelé partie imaginaire de z et est noté Im(z)
-Sib=0alors Z=a Zestunréel
-Sia=0alorsz=ib Zestappelé imaginaire pur.
- 0 estala fois réel et imaginaire pur.

Premiéres conséquences
a, b, a’, b’ sont des réels

a+ib=a"+ib’ & a=a etb=b’
a+ib=0 < a=0etb=0

Opposé d’un complexe

Si Z=a+ibavecaetbréels alors on appelle opposé de Z le complexe noté — z
telque: -z =-a-ib

B) Conjugué d’'un nombre complexe
Définition

On appelle conjugué du complexe Z = a +ib, a et b réels, le complexe noté z et
Définiepar: z =a-ib.

Conséquence = —
’ Z+ 2z =2Re(Z) et -z =2iIm(Z!. 1
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Théoremes

Soit Z un nombre complexe
e Zestunréel siseulementsi Z=2
e 7 estimaginaire si seulementsi Z=-7

Propriétés

Pour tous complexes z et z' :
" Z=2

= z+z'=2z+2 et z-z'=z-7'
Ces résultats s'étendent a une somme algébrique de n termes.
" zz'=z7Z
Ces résultats s'étendent a un produit de n termes :
7 n\ —\N
pour tout entier naturel n, (z") = (z) :

l . (1)=1 siz#0 I
! z I

z
zl

(z—)= siz#0
z p4

» Siz=a+ib avecaetbréels alors zz = a®+ b?

. 1 =z z a . —-b .
si(a;b) #(0:0),ona = === = +i———.Cestla
z zz a®+b® a®+b? a® +b?
méthode utilisée pour écrire sous forme algébrique un inverse ou un quotient

C) Représentation géométrique d’'un nombre complexe
Le plan est rapporté au repere orthonormé direct (0; G : v)

Définitions
Soitle complexe Z=a+ib, aetbréels.
- Le point M(a;b) estappelé le point image de Z. | o] M(z)
On le note souvent M(Z). v V(z
i a

- Le vecteur V (a;b) estle vecteur image de Z.
On le note souvent V(z).

- Le complexe Z = a + i b est I'affixe du point M(a,b) et I'affixe du vecteur V (a, b)
On le note souvent Zy; ou Zj;.

Affixe d’un vecteur AB

affixe(AB) = affixe (B) - affixe (A)

On note souvent : lan=Z5 -2, |
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Propriétés

Pour tous vecteurs ﬁ et V et pour tout réel a
ﬁ+?i z+z')

?cz'l,x”

L J

“Fi-z)

Affixe du milieu d’'un segment

SiI est le milieu du segment [AB] alors

onséquence : 201 =04 + OB

¥

Théoreme

Soit U et V deux vecteurs tels que V non nul

= = . .. , Zy ,
Les vecteurs U e V sont colinéaires si et seulement Z—” est reel
v

= = . , Zy . , .
Les vecteurs Uet V sont orthogonaux si et seulement si Z—”est imaginaire
v

D) Module et arguments d’'un nombre complexe non nul.
Définition
Soit Z un nombre complexe non nul d'image M .dans le plan muni d’'un repere
orthonormé direct (O ; g : v), et soit (r, 0) un couple de coordonnées polaires du point
M dans (0; U).
-le réel r est appelé module de z et noté |Z

.
)

-le réel O estappelé argument de z et noté arg(z).

Ona donc: .
|Z|=r=OM 1 r
—_ =
arg(z) = 0 = (0, OM) [2x] 7 g
of 77
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Remarques

= Le complexe 0 a pour module 0 mais n’ a pas d’argument.

» Tout complexe non nul Z a une infinité d’arguments. Si 0 est I'un d’eux, tout
autre argument de z est de la forme 0 + K2 n,K < . On écrit alors :

» arg(z)=0 [mod 2n]

Conséquences

= SiZ=a+ib avecaetbréelsalors |z]=+/a®+b?.

» zZréel non nul équivauta arg(z) =0 [=].

. S o \ T
* zimaginaire pur non nul équivaut a arg(z) = 3 [].

= Soit Z un complexe non nul :

(ou simplement [2 ] ).

S+

M(z)

________________

Arg(Z) = - Arg(Z) [27]
Arg(-Z)=m + Arg(Z) [2]

Définition :

trigonométrique de z.

Si Z=a+1ib alors

Soit z un nombre complexe non nul de module r
et dont un argument est 0. L’ écriture
z=r(cosO +isin 0 ) estappelée forme

a=rcosf etb=rsind;avecr=|Z|

e o o - - ———

in B |----------
T

ESINB |--mmmmmmemmmom e

M=)

M=)

Relations de passage entre forme algébrique et forme trigonométrique.

Forme algébrique
z=a+ib
aetbréels

r=+Ja®+b? ; cose=§ et sin9=$

>

a=rcos6 et b=rsind

Formes
trigonométriques

z=r(cos6 +isin6)
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Théoreme

Si z= r(cose+isine) avecr> 0, alors |z| = I et © =arg(z) [2n]

F) Propriétés des modules et arguments.

Propriétés des modules

Pour tous complexesz et z’:
= |z2]=0 o z=0.

-2l =[z=|-7 =12

Iz =zz ou |z =2z

z+2'| < |7 +|z] (inégalité triangulaire )

[22] = 2|2
. 1=l z—=H siz #0.
z| [z [z] I

Le module d'un produit de n nombres complexes est
égal au produit des modules de ces complexes.
En particulier : pour tout entier naturel n, | z"| =|z] ".

i Pour tous complexes non nuls Z et z’ :
| » arg(zz’) =arg(z) +arg(z) [2n] :
I 1 I
— arg[;) =-arg(?) [2~] |
: = arg(z—) = arg(z’) - arg(z) [2n] i
: 4 I

pour tout entier naturel n, arg (z") =n arg(z) [2n]

Pour tout réel 8 et pour tout entier n

Formule de Moivre cosf + isinf)™ = cos(nh) + isin(nh)

Par conséquence : cos n0 = Re((cos0 + isin)")
Sin n@ = Im((cosO + isin6)")

G) Formes exponentielles d’'un nombre complexe non nul.

Définition
Pour tout réel O on pose: e~ cosh + i sino.
Alors, si z est un nombre complexe non nul de module r et dont un argument est

on appelle forme exponentielle de z I'écriture: z=r e'e .
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Régles de calcul sur les formes exponentielles

0 et 6 sont des réels quelconques, r et r’ sont des réels > 0.

i . rel® = p'el® < (r=r'et8=0"[mod 2n]) i
| . 0 _ -0 |
i . _(r,eiG) _ r,ei(G + TC) i
i . r‘eiexreie' =r'r"ei(e+e') i
i i re® -0 i
a o a
i . (reie)n —r N & "9 pour toutnde [ i

Formules d’Euler

Pour tout réel 0:

Remarque 1

elf=1 e Z=-i
eig:i e'™=-1
1-e'% =-2 i sin(). e 1+e'’ = ZCOS(E). ez
i . . . ] i g_f , . 0 . Q_E
el-i = lem(5+§)e‘(2 Y ef+j= 2cos(5+§)e’(2 Y
Remarque 2
Z= r(cosO + isin ) et Z = re ‘

Sont dites formes trigonométrique et exponentielle si seulementsi r >0

H) Distances et angles orientés

Longueur d’un segment [AB] AB = |Zp-2Z,
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Mesure de I'angle (U ; AB )
A et B étant deux points distincts

| (ﬁ;ﬁ] = arg[ZB-ZA)[ZnH

It

B— A
Mesure de I'angle (ﬁ , @) B
A, B et Ctrois point distincts
i
A arg
2y TE
) c
| (CA;CB)= Arg(z Zol2n] ol

Conséquences

Les points A, B et C étant trois points distincts :

- les points A, b et C sont alignés si, et seulement si, Arg(z ) O[m]
- les droites (CA) et (CB) sont perpendiculaires si, et seulement si, Arg(%)z g[n].
A—4C

- Z57%c - B (cos@ +isin@) avec (CA;CB)=60[2m]
Zp-Zc  AC

I)Equation Z"=a,n>1,ae C*
Théoreme et définition

Pour tout entier naturel non nul n,I'équation Z™ =1 admet dans C n solutions distincts

2km
définies . ar: Zyx = e = l'entier K€{0,1,... ;(n-1
P

Les solutions de I'’équation Z"=1 sont appelées racines niémes de I'unité
Théoréme et définition
Soit a un nombre complexe non nul d’argument 0 et n un entier naturel non nul

L’équation Z" = a admet dans C, n solutions distincts définies par :

Zg=re (n n a0 ,k €{0,1,.... ;n-1}, ou r est le réel strictement positif tel que r"=|a|
Ces solution sont appelées les racines niemes du nombre complexe a,
J) Résolution dans C, de I'équation az* +bz+c=0,a+#0
Théoreme
Soit a, b et c des nombres complexe tels que a +# 0
L’équation az? + bz + ¢ =0, a# 0,admet dans C ,deux solutions

L +6 -5 . . .
Définies par z; = —a etzz=——0u 6 est une racine carrée du discriminant

A = b%- 4ac

Page 7




Conséquences

Si z, et z, sont les solution de az? +bz+c=0,a= 0, alors

azZ+bz+c=a(z-zl)(z-zz),z1+zz=_7b et z, z, =§
Théoreme

Soit a,, a,,.., a, des nombre complexes tels que a,, # 0, n=> 2
Soit P(z)= a,z" + a,,_, z" ! +...+a,z+a,

Si zy est un zéro de P, alors P(z) =(z-z()g(z), ou g(z) estde la forme

a, 1z 1+ b, 5, z"?% +...+by,avec by, by, cuueenn. ,b,_, complexes
/ )
k) Transformations du plan. /
M(z)
Translation de vecteur V=0B 1
v
Soit B le point d’affixe b o>
le point M’ d’affixe z’ = z + b est I'image u
du M d’affix z par la translation de vecteur v
Homothétie de centre ¢ et de rapport K.
M T
Soit 0 le point d’affixe w et k un réel non nul. M
Le point M’ d’affixe z' tel que z’' - w =k (z - w)
est I'image du point M d’affixe z par I'homothétie a ,,,// BTLATeBTi
de centre O et de rapport k. _4 M= M
W
olg
Rotation de centre o et d’angle 0
I"'I T

Soit O le point d’affixe w et 0 un réel.

Le point M’ d’affixe z’ tel que z’' - w = e'e (z- w)
est 'image du point M d’affixe z par la rotation l
de centre ¢ et d’angle 0.

L J

ol =4
=

Rappel
> M'=t7(M)<=>m v <=>Zy-Zy=Zy
» M’=h (M) <=>IM'=IM<=>Z wm-Z1=k(Zy-Z;)
IM = IM'
aM IM) =0 [2n]
<=>Zy,-Z;=e"(Zy-Z;)

> M,=R(1‘0) <=>{
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